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1 ВОЗНИКНОВЕНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ. 

ЗАКОНЫ КОММУТАЦИИ

В электрических цепях могут происходить включения и отключения пассивных или активных цепей, короткие замыкания отдельных участков, различного рода переключения, внезапные изменения параметров и т.д.

В результате таких изменений, называемых коммутационными или просто коммутациями, которые будем считать происходящими мгновенно, в цепи возникают переходные процессы, заканчивающиеся спустя некоторое (теоретически бесконечно большое) время после коммутации.

Примем следующие обозначения:

t = 0 – начало отсчета времени переходного процесса;

0– – момент времени непосредственно перед мгновенной коммутацией;

0+ – момент времени непосредственно сразу после мгновенной коммутации.
Основные методы анализа переходных процессов в линейных цепях:

1. Классический метод, заключающийся в непосредственном интегрировании дифференциальных уравнений, описывающих электромагнитное состояние цепи. 

2. Операторный метод, заключающийся в решении системы алгебраических уравнений относительно изображений искомых переменных с последующим переходом от найденных изображений к оригиналам. 

3. Частотный метод, основанный на преобразовании Фурье и находящий широкое применение при решении задач синтеза. 

4. Метод расчета с помощью интеграла Дюамеля, используемый при сложной форме кривой возмущающего воздействия.
5.  Метод переменных состояния, представляющий собой упорядоченный способ определения электромагнитного состояния цепи на основе решения системы дифференциальных уравнений первого прядка, записанных в нормальной форме (форме Коши). 

В индуктивном элементе ток (и магнитный поток) непосредственно после коммутации в момент, который и назван моментом коммутации, сохраняет значение, которое он имел непосредственно перед коммутацией, т.е. при t = 0– и дальше начинает изменяться именно с этого значения. Записанное в математической форме это явление называется первым законом коммутации:

[image: image1.png]


                                     (1.1)                                                                                                                                  
Так, при включении ветви с катушкой, в которой не было тока, ток в этой ветви в момент коммутации равен нулю. Если для такой ветви допустить, что в момент коммутации ток изменяется скачком, то напряжение на индуктивном элементе [image: image500.png]uc(0.)=uc(0)=uc(0_)



будет бесконечно большим и не будет выполняться II закон Кирхгофа.

На емкостном элементе напряжение (и заряд) сохраняет в момент коммутации то значение, которое оно имело непосредственно перед коммутацией, и в дальнейшем изменяется, начиная именно с этого значения. Это явление называется вторым законом коммутации:
[image: image499.png]=ip(0)=ig(0,)



                                 (1.2)
Так, при включении ветви с конденсатором, который не был заряжен, напряжение в момент коммутации равно нулю. Если допустить, что в момент коммутации напряжение на емкостном элементе изменится скачком, то ток [image: image2.png]


будет бесконечно большим, и в цепи не будет выполняться II закон Кирхгофа.

С энергетической точки зрения невозможность мгновенного изменения тока iL и напряжения uC объясняется невозможностью скачкообразного изменения запасенной в индуктивном и емкостном элементах энергии, так как такое изменение энергии требует бесконечно большой мощности.

2  ВКЛЮЧЕНИЕ R, L,С  К ИСТОЧНИКУ ЭДС Е. 

ОБЩИЕ ВОПРОСЫ РАСЧЕТА

Рассмотрим общие вопросы расчета переходных процессов на простом примере – включение RLC – цепи к источнику ЭДС e, которая изменяется во времени непрерывно и задана каким-либо аналитическим выражением:

                                                            [image: image3.png]Ri+Lé+uC:e



                                                     (2.1)
где i – ток переходного процесса, который будем называть переходным током;
 [image: image4.png]1t
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– напряжение на конденсаторе.
Когда с переходным процессом можно не считаться, наступает принужденный режим. Принужденный режим, создаваемый источником произвольной периодически изменяющейся ЭДС (или током) называется установившимся.

В установившемся режиме

                                                                 [image: image5.png]o diy
Riy +L?+uc\y:e



                                            (2.2)

где iу, uCу – ток и напряжение установившегося режима (установившийся ток и установившееся напряжение).

Если вычесть из уравнения (2.1) уравнение (2.2) и обозначить [image: image6.png]


, то
                                  [image: image7.png]. di,
Rigy + Lﬁ FUgey =0



                                                   (2.3)
Разности токов и напряжений переходного процесса и принужденного режима называются током и напряжением свободного процесса или просто свободным током и напряжением.

Процесс, происходящий в цепи, можно рассматривать состоящим из двух накладывающихся друг на друга процессов – установившегося, который как бы наступил сразу, и свободного, имеющего место только во время переходного процесса:

[image: image8.png]


;

[image: image9.png]up =upy +fc



;

[image: image10.png]uc =ucy +Uces



;

[image: image11.png]UR =URy +URcy



.
Конечно, физически существуют только переходные токи и напряжения, и разложение их на составляющие является удобным математическим приемом, облегчающим расчет переходных процессов.

3 КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

Разложение переходных токов и напряжений соответствует правилу решения линейных неоднородных дифференциальных уравнений, согласно которому общее решение равно сумме частного решения неоднородного уравнения и общего решения однородного уравнения.

Свободный ток представляет собой общее решение однородного дифференциального уравнения (2.3), и в его выражении должны быть постоянные интегрирования, число которых равно порядку дифференциального уравнения.

Установившийся ток – частное решение неоднородного дифференциального уравнения, которое получается из общего решения неоднородного дифференциального уравнения при равных нулю постоянных интегрирования.

При интегрировании дифференциальных уравнений появляются постоянные интегрирования, которые определяют из начальных условий.

Начальные условия – значения переходных токов в индуктивных элементах и напряжений на емкостных элементах при t = 0, т.е. те значения, которые в момент коммутации не изменяются скачком. Это так называемые независимые начальные условия.

Начальные значения всех остальных токов и напряжений называются зависимыми начальными условиями. Их определяют по независимым начальным условиям при помощи уравнений, составленных по I и II законам Кирхгофа. Это является основной трудностью решения классическим методом.

Примером такой цепи может служить эквивалентная схема катушки индуктивности, обладающей активным сопротивлением R и индуктивностью L.

Дифференциальное уравнение такой цепи

                                                                                          [image: image12.png]di
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                                    (3.1)
где u(t) – напряжение на зажимах цепи.

Соответствующее однородное уравнение, определяющее свободный ток:

[image: image13.png]L%, g =0




Характеристическое уравнение
Lp + R = 0
имеет единственный корень p = –R/L. Тогда свободный ток можно вычислить как

                                                                          [image: image14.png]


                                (3.2)
Выражение установившегося тока iу(t), являющегося частным решением дифференциального уравнения, определяемое видом заданной функции u(t).

Ток в переходном режиме

[image: image15.png]



Постоянная интегрирования A определяется по начальному значению тока i.

3.1 Короткое замыкание R-L цепи
Пусть цепь в момент t = 0 отключается от источника и замыкается накоротко (рис. 3.1).

[image: image16.png]



Рисунок 3.1- Замыкание катушки индуктивности накоротко
После замыкания накоротко u = 0. Установившийся ток в этом случае iу = 0. Тогда полный ток

                                                                                             [image: image17.png]


                               (3.3)
Начальное условие для определения A: i(0+) = i(0–).

Пусть к моменту коммутации ток в цепи был равен i(0–) = I. Следовательно, i(0+) = I. Полагая в уравнении (3.3) i = I и t = 0, находим I = A.

Решение уравнения имеет вид
                                                                                [image: image18.png]—(R/L)t
M _ et/




                                    (3.4)
Величина τ = L/R имеет размерность времени и называется постоянной времени цепи. За промежуток времени t ток уменьшается в e раз. Чем больше τ, тем медленнее затухает ток.

Теоретически ток станет равным нулю через бесконечно большой промежуток времени, практически он становится малым за промежуток времени в несколько значений τ (рис. 3.2).

Постоянная времени τ равна длине подкасательной в любой точке кривой i(t) на рис. 3.2, так как [image: image19.png]


.

Энергия, выделяемая в виде теплоты в активном сопротивлении R, равна энергии, запасенной в магнитном поле цепи в начальный момент времени

[image: image20.png]



Рисунок 3.2 - Кривая изменения тока в катушке индуктивности
                                                         [image: image21.png]© E 2
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                              (3.5)
Постоянная времени τ больших катушек с сердечником может быть весьма значительной. Так, постоянная времени обмотки возбуждения крупных гидрогенераторов может иметь значение 5 с.

3.2. Отключение  R-L цепи от источника постоянного напряжения 
Рассмотрим процесс отключения от источника постоянного напряжения цепи, состоящей из индуктивной катушки с параметрами R и L и соединенной с ней параллельно ветви с сопротивлением R0 (рис. 3.3).
[image: image22.png]



Рисунок 3.3 - Отключение катушки индуктивности
Переходный процесс описывается уравнением
[image: image23.png]


,
где [image: image24.png]t=L/(R+Ry)



.

До размыкания рубильника в катушке протекает ток iL(0–) = U/R.

A = iL(0+) = iL(0–) = U/R.

Ток в катушке

                                                                                     [image: image25.png]


                                                                         (3.5)
Напряжение на участке с сопротивлением R0 до размыкания было равно U, а в первый момент времени после размыкания оно окажется равным
                                                                        [image: image26.png]Ryi(0_)=URy/R



                                             (3.6)
Если R0 > R, например, на зажимах катушки с сопротивлением R включен вольтметр с большим сопротивлением, то при отключении цепи напряжение на вольтметре в первый момент повысится R0/R раз.

Если энергия магнитного поля, запасенная в катушке достаточно велика, то вольтметр может быть сожжен. Поэтому во избежание возникновения больших перенапряжений при отключении цепей постоянного тока, обладающих большой индуктивностью, например, обмоток возбуждения генераторов, эти цепи предварительно замыкают на малое сопротивление.

3.3. Включение R-L цепи на постоянное напряжение

Рассмотрим процессы при включении RL цепи на постоянное напряжение u = U = const (рис. 3.4).

Ток установившегося режима iу = U/R.

Общий ток в переходном режиме [image: image27.png]


.
[image: image28.png]



Рисунок 3.4 - Включение катушки индуктивности на постоянное напряжение
Если до включения ток был равен нулю i(0–) = 0, то при t = 0
[image: image29.png]i(0,)=i(0_)=U/R+A=0; A=-U/R



.
Решение уравнения

                                                                                  [image: image30.png]


                                         (3.7)
Напряжение на зажимах катушки
                                                            [image: image31.png]et




                             (3.8)
Кривые изменения тока и напряжения на катушке показаны на рис. 3.5.

3.4 Включение R-L цепи  на синусоидальное напряжение
Рассмотрим процесс при включении цепи под синусоидальное напряжение: [image: image32.png]u=U,,sin(er+y)



.

Ток установившегося режима

[image: image33.png]Un/sin(® 14y - 0)=Lysin(o 1-+y—0)




.

[image: image34.png]



Рисунок 3.5 - Кривые изменения тока и напряжения
Общий ток [image: image35.png]Hieg = Iy sin(o 1 +y - @)+ Ae




,

где [image: image36.png]U, 2 g—arctgOl/; <
Ip= m/- Z=AR* +0?1?; g=arctg®lL/y
m=""V7




.

Постоянную интегрирования A определяем из начального условия i(0–) = 0.
i(0+) = i(0–) = Imsin(Ψ – j) + A = 0

Общий ток:
                           [image: image37.png]y +icp = Lpsin(@ 1+ — @)~ I, sin(y — g)e~*/*




                   (3.9)
Кривые изменения тока и напряжения изображены на рис. 3.6.

[image: image38.png]u,i





Рисунок 3.6 - Кривые изменения тока и напряжения при включении катушки на синусоидальное напряжение
Начальное значение свободного тока зависит от начальной фазы Ψ напряжения. Наибольшее значение свободного тока, равное амплитуде Im установившегося тока, имеет место, если Ψ – j = +π/2. Наибольшее значение результирующего тока не превышает двойной амплитуды установившегося тока. Свободный ток не возникает, и сразу наступает установившийся режим при условии Ψ = j.

4 ВКЛЮЧЕНИЕ R, С НА ПОСТОЯННОЕ НАПРЯЖЕНИЕ
Обозначим напряжение на зажимах цепи через u, напряжение на обкладках конденсатора через uC, значение его заряда через q
                                                               Ri + uC = u                                            (4.1)
Так как

[image: image39.png]I:ﬂ:d((}duc) cduc

dt dt dt



,

то уравнение (4.1) примет вид
                                                                                   [image: image40.png]RC—*

duc
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                                     (4.2)
Однородное уравнение цепи

                                                                          [image: image41.png]rediCen Ly —0



                                  (4.3)

Характеристическое уравнение: RCp + 1 = 0.

Его корень [image: image42.png]


.

Решение однородного уравнения
                                                                  [image: image43.png]i/
C = de
AeP! = de

UCep =



                     (4.4)
Переходное напряжение:
                                                              [image: image44.png]AelT
UC =ucy g =ucy + Ae



                          (4.5)
4.1  Короткое замыкание R-C цепи

Пусть цепь RC замыкается накоротко, т.е. u = 0 (рис. 4.1).

Для установившегося режима [image: image45.png]


, и
                                                                     [image: image46.png]


                                         (4.6)
[image: image47.png]



Рисунок 4.1 - Замыкание RC – цепи накоротко
Пусть к моменту коммутации напряжение на зажимах конденсатора равно [image: image48.png]


. Подставив в (9.19) [image: image49.png]=U
uc =



и t = 0, получим [image: image50.png]


.
                                                                             [image: image51.png]uc=Upe™"'®



                                                                         (4.7)
Ток в цепи
                                                                            [image: image52.png]_cduc __Uo i
dt R



                                   (4.8)
Ток в начальный момент скачком повышается от нуля до величины [image: image53.png]


.

Кривые тока и напряжения на конденсаторе представлены на рис. 9.8.

Энергия, выделяемая в виде теплоты в сопротивлении цепи, равна энергии, запасенной в электрическом поле конденсатора к начальному моменту времени

                                                         [image: image54.png]


                                  (4.9)
[image: image55.png]



Рисунок 4.2 - Кривые изменения тока и напряжения на конденсаторе
Постоянная времени τ = RC в реальных устройствах может иметь различные значения.

4.2  Включение R-C цепи под постоянное напряжение
Рассмотрим процесс при включении RC цепи под постоянное напряжение [image: image56.png]u=U =const



.

Пусть конденсатор до включения не был заряжен. Установившееся значение напряжения на зажимах конденсатора после завершения переходного процесса [image: image57.png]


. Напряжение в переходном процессе

                                               [image: image58.png]~t/RC
ue =ugy +ce =U + Ae



                                    (4.10)

Постоянную интегрирования А определяем из условия [image: image59.png]uc(0,)=uc(0_)=0



. Полагая t = 0, получим:

0 = U + A; A = – U.

Общее решение

                                               [image: image60.png]ue =U -Ue™"!RC _yfj - 71/ RC



                                  (4.11)

Ток в цепи

                                                                        [image: image61.png]duc _U i/
=Cc=C==e
dt R



                                         (4.12)

Кривые изменения тока и напряжения на конденсаторе показаны на рис. 4.3.

Количество теплоты, выделившееся в цепи во время заряда, равно [image: image62.png]


, что составляет ту же величину, что и при разряде конденсатора. Работа источника внешней ЭДС в этом случае равна CU2, т.е. удвоенному значению энергии, запасаемой в электрическом поле конденсатора.

[image: image63.png]



Рисунок 4.3 - Кривые изменения тока и напряжения на конденсаторе

Если конденсатор до включения был заряжен, т.е.

[image: image64.png]uc(0.)=uc(0_)=uc(0)



, то [image: image65.png]uc(0)=U+4



; [image: image66.png]A=uc(0)-U



.

Если [image: image67.png]uc(0)>0



, то конденсатор дозаряжается до напряжения U, а если [image: image68.png]uc(0)<0



– перезаряжается от начального отрицательного значения до приложенного напряжения. Соответствующие кривые изображены на рис. 4.4
[image: image69.png]Uc(0)
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Рисунок 4.4 - Кривые изменения напряжения на конденсаторе при его дозарядке (а) и перезарядке (б)

4.3 Включения R-C цепи под синусоидальное напряжение
Рассмотрим процесс включения цепи RC под синусоидальное напряжение [image: image70.png]u=U,,sin(er+y)



.

Напряжение uCу в установившемся режиме

[image: image71.png]Inm n 1/t
=——-sinf®I+y-@— + Ae
y=ec V-3



,(9.26)

где [image: image72.png]


; [image: image73.png]


; [image: image74.png]-1
=arclg——
¢ ”’LngC



; [image: image75.png]


.

Если конденсатор не был заряжен, то [image: image76.png]uc(0_)=0



:

[image: image77.png]Iy
uc(0+)=zlc[0,)=D:ﬁsm[w7¢7%+Aj



;

[image: image78.png]I [ N)
- i -z
Sesinlv-e



.

Напряжение на конденсаторе будет равно

                          [image: image79.png]2
e L
’[msm[mli»\v ¢—2 B

“e=%c



          (4.13)

Ток в переходном режиме

                   [image: image80.png]duc Iy n
M sin(o t+y-9)-—sin[y—g-Zle
i=C == ln (0 1+v-0) e [w [ 2]

1



           (4.14)

Если конденсатор был предварительно заряжен, то

[image: image81.png]Iy
uc(0+):uC[O,):uc(szﬁsm(\y7¢7%]+ A



;

[image: image82.png]Iy . L
A=uc(0)——"Lsin| y— -~
uc(0) C [ ® 2)



.

Из (4.13) и (4.14) видно, что переходный процесс зависит от величины Ψ.

Если [image: image83.png]y=¢@tnr/2



, то переходный процесс не возникает и сразу же наступает установившийся режим, так как при этом в момент t = 0 установившееся напряжение равно нулю. Таким образом, имеется полное соответствие между запасом энергии в конденсаторе до включения, и запасом энергии, который должен быть в установившемся режиме в этот момент.

Если включение происходит при Ψ = j, то свободное напряжение [image: image84.png]


будет наибольшим и в начальный момент имеет значение ImXC. Начальное значение свободного тока при этом [image: image85.png],Im

®CR



. Если ωCR > 1, т.е. R < XC, то в начальный момент времени происходит большой всплеск тока, намного превосходящий амплитуду Im. Однако такой большой ток протекает незначительную часть периода, так как [image: image86.png]o CR=2nt/T <1



и τ < T.

Кривые изменения тока при включении конденсатора под переменное напряжение показаны на рис. 4.5.

[image: image87.png]



Рисунок 4.5 - Кривые изменения тока

Максимальное значение напряжение [image: image88.png]ue



в переходном процессе не превышает удвоенной амплитуды [image: image89.png]Ucpm =1 m/oC



напряжения на конденсаторе в установившемся режиме

5 ПЕРЕХОДНОЙ ПРОЦЕСС В ЦЕПИ ВТОРОГО ПОРЯДКА
[image: image90.png]up





Рисунок 5.1 - Схема цепи

Уравнение цепи имеет вид

                                                             [image: image91.png]di 1°
Ri+ L—+— |idt + 0)=u(r
ivLo c{’ uc(0)=u(t)



                               (5.1)

Дифференцируя обе части выражения (5.1), получим уравнение второго порядка для тока i в цепи:

                                                                   [image: image92.png]


                                         (5.2)

Однородное уравнение, определяющее свободный ток, можно записать

                                                                 [image: image93.png]2, 7
iy | Reiey | lon _
a? L dt LC



                                       (5.3)

Введем обозначения [image: image94.png]R/C=28



и [image: image95.png]2 =1/LC
fony



. Тогда

                                                              [image: image96.png]


[image: image97.png]iy
ar?

+28—2
dt

dicy

+ m%ics =0



                                  (5.4)

Характеристическое уравнение:

                                                                             [image: image98.png]pr+2sp+of=



                                                             (5.5)

Корни уравнения

[image: image99.png]pr=-3+8%—03; py=-8-8%-0w3.




Свободный ток

[image: image100.png]


. (9.34)

Ток переходного режима

                                                                  [image: image101.png]+
APt 4
ApeP!




                         (5.6)

Ток установившегося режима [image: image102.png]


можно найти, если известен вид функции [image: image103.png]u(r)



.

Произвольные постоянные интегрирования A1 и A2 определяют из начальных физических условий: [image: image104.png]i (0)=ip(0_); ue(0.)=uc(0_)



.

Для определения постоянных A1 и A2 надо знать значение тока и всех его производных до (n – 1) включительно в начальный момент времени. В данном случае необходимо знать начальное значение тока и его первой производной. Начальное значение первой производной тока находится из уравнения цепи (5.1) при (t = 0)

                                                             [image: image105.png]Ri(0)+ L% +uc(0)=u(0)




                                 (5.7)

где u(0) – значение приложенного напряжения u(t) при t = 0.

Из последнего уравнения получаем

                                                              [image: image106.png]di| - _u(0) ~uc(0) - Ri(0)
dtleo L



                                  (5.8)

Из уравнения (5.8) для производной тока имеем

[image: image107.png]di_diy ‘
S g e + dyprel?
a 171 2P



.

Уравнения для нахождения постоянных интегрирования

                                              [image: image108.png]i(0)=iy(0)+ Ay + Ay

u(0) ~ue(0) ~ Ri(0) _ diy
_— =2 A A
L @ /:o+ 1+ 422



                (5.9)

где [image: image109.png]


– значения тока установившегося режима и его производной в начальный момент времени, известные из найденного ранее частного решения исходного дифференциального уравнения (5.1).

В качестве примера рассмотрим расчет переходного процесса классическим методом для схемы, изображенной на рис. 5.2. Определить ток[image: image110.png]


.

[image: image111.png]



Рисунок 5.2 -  Расчетная схема

1. Для цепи после коммутации составляются уравнения по I и II законам Кирхгофа.

[image: image112.png]—i+ij+ip=0
Riv L =k
dt

Riy —uc =0;



[image: image113.png]



[image: image114.png]—i+ij+ip=0
L
dt
g2 _h_
d C





2. Определяются независимые начальные условия [image: image115.png](i, (04) m uc(0,))



из расчета схемы до коммутации:

[image: image116.png]uc(0_)=uc(0,)=E



;

[image: image117.png]i(0_)=i(0,)=0



.

3. Искомая величина записывается в виде

[image: image118.png]i =iy +iicy



.

4. Установившуюся составляющую определяют из расчета режима цепи после коммутации [image: image119.png]


(при E = const ток после коммутации есть ток во внешнем контуре).

5. Составляется характеристическое уравнение, и определяются его корни

[image: image120.png]


[image: image121.png]Z
(p)=pL+R
L PC
e _ob

pC





[image: image122.png]


[image: image123.png]=pL+p2RLC+R+R2pC+R:RLCpZ+(L+RZCJp+2R=




.

Корни могут быть:

1. действительные разные p1 и p2;

2. действительные равные p1 = p2 = p;

3. комплексно сопряженные [image: image124.png]P12 =0t joc



,

где α – коэффициент затухания;

ωсв – угловая частота свободных колебаний.

6. В соответствии с полученными корнями характеристического уравнения записывается свободная составляющая:

1) [image: image125.png]it = AePV + ApeP2!



;

2) [image: image126.png]i)
os = (d) + 4
ht)e”



;

3) [image: image127.png]it = Ae™ sin(weyt + )



, где [image: image128.png]o,
v =arctg—=
o



.

7. Искомое решение для первого случая

[image: image129.png]


.

8. Определяются постоянные интегрирования A1 и A2:

[image: image130.png]i(0)=4) + 4y



,

[image: image131.png]diy =pid + prdy
dtl,_o




.

Уравнения п.1 для момента времени t = 0 запишутся как

[image: image132.png]—i(0)+i(0)+ i (0)=0

. di
Ri(0)+ Lj/:o +uc(0)=E
Riy(0)—uc(0)=0



.

Независимые начальные условия i(0) и [image: image133.png]uc(0)



уже определены в п.2. Зависимые начальные условия i1(0), i2(0) и [image: image134.png]


определяются из последней системы уравнений.

Для определения [image: image135.png]diy
dt |,



необходимо продифференцировать систему уравнений п.1:

[image: image136.png]



9. После определения постоянных интегрирования A1 и A2 подставляют их в искомое решение и расчет окончен.

Для определения других токов и напряжений не требуется выполнять все этапы расчета. Можно использовать известные выражения

[image: image137.png]=[5

=iy +ip;
uc=u
c(
0)+lj'
cli
t
[ t



.

В этом случае приложенное напряжение, а также ток установившегося режима равны нулю:

[image: image138.png]u(1)=0;




.

Для определения произвольных постоянных интегрирования в уравнении  необходимо положить: [image: image139.png]§ i diy
=0 iy©=0; u®=0; ¥ =0




.

[image: image140.png]o

U




Рисунок 5.3 - Расчетная схема
Обозначим [image: image141.png]uc(0)=Uy



. Тогда

[image: image142.png]0=dy + 4

U,
- %:PIAI +p2da;




[image: image143.png]Ay=—Ay=A=-

Lip - p2)



.

Переходный ток

                                                            [image: image144.png]Lip - p>

Sl —er



                                    (5.10)

Напряжения на катушке и конденсаторе

                                             [image: image145.png]


             (5.11)

При выводе последнего уравнения учитывалось, что [image: image146.png]2
P1p2=0p ==



.

5.1 Корни характеристического уравнения
Характер процессов при разряде конденсатора оказывается различным в зависимости от того, будут ли корни характеристического уравнения вещественными или комплексными, что определяется соотношениями между параметрами R, L и C.

Рассмотрим возможные случаи.

1. Пусть корни характеристического уравнения вещественны и отличны друг от друга. Это имеет место при условии

[image: image147.png]=wg, Te. R2L>VNLC wm R>2|L/C



.

Так как [image: image148.png]P <0



и [image: image149.png]p2<0



и, кроме того, [image: image150.png]|pa|>|p1



, то при изменении t от 0 до ∞ величины [image: image151.png]it



и [image: image152.png]ePat



убывают от 1 до 0 и при том разность [image: image153.png]


всегда положительна (рис. 5.4).

Ток i не меняет своего направления, т.е. конденсатор все время разряжается. Такой односторонний разряд конденсатора называют апериодическим. Кривые изменения напряжений показаны на рис. 5.5.

В интервале времени 0 < t < tm ток по абсолютному значению возрастает и достигает максимума при [image: image154.png]t=ty,=(Inpy/p)/(p1 - p2)



. Значение tm находится из условия [image: image155.png]difdt=Uy [L=0



. В интервале времени tm < t < ∞ ток по абсолютному значению убывает, стремясь к нулю.

[image: image156.png]eP‘t

2

ePit

—e

Pt





Рисунок 5.4 - Кривые изменения экспонент и их разности

2. Рассмотрим случай, когда корни характеристического уравнения вещественны и равны друг другу.

Это происходит при [image: image157.png]


, т.е. при [image: image158.png]R=2\I]C



. В этом случае [image: image159.png]


. При этом выражения для тока и напряжения (9.39) и (9.40) становятся неопределенными из-за равенства нулю числителя и знаменателя. Раскроем эти неопределенности по правилу Лопиталя, считая, что p1 – переменная и стремится к [image: image160.png]


. Для тока получим

[image: image161.png]



Рисунок 5.5 - Кривые изменения тока и напряжений на элементах при апериодическом разряде

                                       [image: image162.png]Pl _ePdl U,
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           (5.12)

Для напряжений

                                                               [image: image163.png]up = L%:Uo(ﬁrq){&

-
ue :éj'idHUo ~ U5t + 1)
0



                      (5.13)

Характер процесса здесь также апериодический. Момент достижения током максимума абсолютного значения равен [image: image164.png]1/8



. Данный случай при [image: image165.png]


является предельным случаем апериодического разряда.

3. Пусть корни характеристического уравнения являются комплексными. Это имеет место при условии [image: image166.png]8 <oy



, т.е. при [image: image167.png]R<2|JIJC



. Обозначим [image: image168.png]«w%fﬁzzw’



. Тогда корни характеристического уравнения запишутся:

                                                 [image: image169.png]pr=-5++8% —0f =5+ jo' = wpe®
e

8- jo' =wge




                      (5.14)

где [image: image170.png]© =arctg|o'/(8) + n|



. Угол Q лежит в пределах [image: image171.png]n/2<O<n



, так как [image: image172.png]sin® = '/wy >0



и [image: image173.png]cos®@=-58/my <0



.

Переходный ток

                      [image: image174.png]



                                                      [image: image175.png]Yo,
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                                (5.15)

Уравнения для напряжений

[image: image176.png]ue =Uy e sinfoss - o).




                                                                                                                           (5.16)

На рис. 5.6 показаны кривые колебательного разряда конденсатора.

Кривая тока i подобна кривой Ri. Процесс в данном случае является колебательным. Ток и напряжение на всех участках периодически меняют знак. Амплитуда колебаний убывает по экспоненциальному закону, в цепи совершаются затухающие колебания. Угловая частота этих колебаний

[image: image177.png]Jod -2 =\ijo) - r?/ar?




.

[image: image178.png]8>mp
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Рисунок 5.6 - Колебательный разряд конденсатора

В предельном случае R = 0 имеем d =0 и [image: image179.png]


, [image: image180.png]


. В этом случае колебания будут незатухающими. Период незатухающих колебаний и угловая частота этих колебаний:

[image: image181.png]



Следовательно, [image: image182.png]


 равна резонансной частоте контура.

Быстроту затухания тока принято характеризовать декрементом колебаний:                                 [image: image183.png]e o

S 73T

3T’



                                   (5.17)

Логарифмический декремент колебаний

                                                                                   [image: image184.png]v=InA=38T"



                                          (5.18)

При малом затухании

[image: image185.png]v=38T"~8Ty :%21:« LC =7nR\/C/L =nd



,

Рассмотрим процесс при нулевых начальных условиях, т.е.[image: image186.png]i(0_)=0



, [image: image187.png]uc(0_)=0



.

Уравнение цепи запишется в виде

                                                             [image: image188.png]di 1°
Ri+ L—+— |idt + 0)=u(r
ivLo c{’ uc(0)=u(t)



                            (5.19)

Его решение

                                                               [image: image189.png]+
APt 4
ApeP!




                         (5.20)

Ток установившегося режима равен нулю, поэтому

[image: image190.png]= AP +
AyeP2!




;

[image: image191.png]uy, :L*:L(Alme"" + Azl’zem‘)



.

Начальные условия: i(0) = 0 = A1 + A2.

Учитывая, что [image: image192.png]uc(0)=0



[image: image193.png]u(t)=U = const



, при t = 0 получим

[image: image194.png]=Lldypy + A2py)=U




;

[image: image195.png]A=ty =

L(py - p>)



;

                          [image: image196.png]= U fepi_ort)
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    (5.21)

Закон изменения тока в этом и предыдущем случае один и тот же, только токи отличаются знаками. Напряжение на конденсаторе также изменяется по подобному закону, только в этом случае он заряжается (рис. 5.7 и 5.8).
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Рисунок 5.7 - Кривые тока и напряжений при апериодическом процессе
Ток установившегося режима при приложенном напряжении[image: image198.png]u=U,sin(of +vy,)



 будет равен [image: image199.png]=1, sin(of +y;)




,

где [image: image200.png]


; [image: image201.png]


; [image: image202.png]


; [image: image203.png]g=arctg



.

Пусть в начальный момент времени ток в цепи и напряжение на зажимах конденсатора равны нулю: i(0) = 0 и uC(0) = 0. Тогда

[image: image204.png]0=1,,siny; + 4 + 4y



;

[image: image205.png]=Upsiny, =L +piAi+pad;




;

[image: image206.png]



Рисунок 5.8 - Кривые тока и напряжения при колебательном процессе
[image: image207.png]Upysing,, =1, Zsin(y; +¢)=1,,(Zcosg-siny; + Zsing-cosy;

=1,,(Rsiny; + X cosy; )= I,,,[Rsinw; +(<nL 7%&,] coswi:|;




[image: image208.png]=Ll cosy;




;

[image: image209.png]V —o?
V=0, BI=25, o'=yof-8



;

[image: image210.png]— 190 cosy; + 1, 28sin; = pydy + pady
P



;
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                          (5.22)

                                 [image: image212.png]. siny; (i Pt
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                                 (5.23)

               [image: image214.png]1 1
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  (5.24)

Для комплексных корней характеристического уравнения, т.е. когда [image: image216.png]8 <oy



переходный процесс является колебательным. В этом случае можно записать:
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                                                                                                                                                                                    (5.25)

Рассмотрим случаи, когда[image: image218.png]


 и ω и [image: image219.png]


близки, но не равны друг другу. При этом затухание будем предполагать малым, т.е. [image: image220.png]d<<ag



.

Пусть [image: image221.png]


. Принимая во внимание, что [image: image222.png]d<<ag



, можно считать, что [image: image223.png]


и [image: image224.png]O=x~mn/2



. Тогда

                                                             [image: image225.png]i1, 1-e bin(o 1+ ;)
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                                     (5.26)

Кривая изменения тока в этом случае показана на рис. 5.9.

[image: image226.png]



Рисунок 5.9 - Кривая изменения тока
Амплитуда тока и напряжения на конденсаторе постепенно нарастает от нуля до своего установившегося значения.
6 ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

При использовании операторного метода действительные функции времени, называемые оригиналами, заменяются операторными изображениями. Соответствие между оригиналом и изображением устанавливается с помощью некоторого функционального преобразования.

Это преобразование выбирается так, чтобы операции интегрирования и дифференцирования оригиналов заменялись алгебраическими операциями над их изображениями. В этом случае дифференциальные уравнения для оригиналов переводят в алгебраические для их изображений.

Связь между оригиналом f(t) и его изображением устанавливается с помощью интеграла Лапласа:

                                                                           [image: image227.png]F(p)= [ /e dr
0



                                        (6.1)

где p = G + jη – комплексное число.

Операторное изображение действительной функции f(t) является функцией комплексного числа p.

Для того чтобы интеграл Лапласа имел конечное значение, функция f(t) должна удовлетворять определенным условиям. Она должна удовлетворять условиям Дирихле: за любой конечный промежуток времени иметь конечное число разрывов первого рода и конечное число максимумов и минимумов. Кроме того, будем считать, что при t > 0 удовлетворяется условие: [image: image228.png]|/(e) < Ae™



, где A и α – некоторые положительные числа. Все реальные токи и напряжения удовлетворяют этим условиям. Для того чтобы интеграл Лапласа имел конечное значение, необходимо полагать G > α.

Комплексное число p называют оператором.

Условимся записывать преобразование Лапласа в виде

                                               F(p) = L[f(t)]                                                [image: image229.png]


(6.2)
Соответствие между оригиналом и изображением

                                                    F(p) := f(t)                                                   (6.3)
По определению, преобразование Лапласа применимо с момента t = 0+.                Обозначая значение функции и ее производных [image: image230.png]£(0), £1(0), £"(0)



и т.д., будем понимать под ними их значение при t = 0+.

Существует обратное функциональное преобразование Лапласа, по которому можно определить оригинал, зная его изображение. Его называют обратным преобразованием Лапласа:
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                               (6.4)

где p = G0 + jη.

Обратное преобразование Лапласа кратко записывается в виде

                                                 L–1[F(p)] = f(t)                                                  (6.5)
Соответствие некоторых характерных функций и их изображений приведено приложении.

В электротехнике распространено также функциональное преобразование, называемое преобразованием по Карсону:

                                                          [image: image232.png]pl/@We P di= pF(p)=d(p)
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                                    (6.6)

Достоинством преобразования по Карсону является одинаковость размерностей оригинала и изображения. При преобразовании Лапласа размерность изображения равна размерности оригинала, умноженной на размерность времени.

Достоинством преобразования по Лапласу является его соответствие с преобразованием Фурье, на котором основывается широко используемый в настоящее время частотный метод анализа цепей. В дальнейшем будем использовать преобразование Лапласа.

Преобразование производной

                                                                [image: image233.png]f(1)=pF(p)- f(0)



                                             (6.7)

Изображение второй производной
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                                    (6.8)

Изображение производной n-го порядка
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                          (6.9)

При нулевых начальных значениях
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                                               (6.10)

Изображение интеграла
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                                               (6.11)

В дифференциальных уравнениях электрических цепей с производной во времени чаще всего встречаемся в напряжении на катушке: [image: image238.png]


. Операторное изображение для uL
                                                                     [image: image239.png]Uy (p)= pLi(p)- Li(0)



                                     (6.12)

С интегралом чаще всего встречаемся в выражении напряжения на конденсаторе: [image: image240.png]! :[idHuC(O)
we=gl



.

Изображение по Лапласу

                                                                   [image: image241.png]~(0)
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                                     (6.13)

где UC(0)/p – изображение постоянной величины uC(0).
Таким образом, при составлении уравнений цепи в операторной форме автоматически будут учитываться физические начальные условия – значения токов в катушках и напряжений на конденсаторах при t = 0.

Соответствие некоторых наиболее часто встречающихся функций их изображениям приведено в приложении. Более полно таблицы соответствия оригиналов и изображений приведены в справочниках по высшей математике.

При использовании преобразования Карсона следует умножить все изображения на p.

Изображение функции, смещенной во времени на величину x:

                                                                           [image: image242.png]f(t-x)=e P F(p)



                                     (6.14)

Если изображение смещено в комплексной плоскости на комплексное число α, то

                                                                           [image: image243.png]e =
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                                      (6.15)

Первый закон Кирхгофа

[image: image244.png]Yig=0; D I(p)=0



.

Второй закон Кирхгофа

[image: image245.png]Yer=Xug; D E(p)=2Ur(p)



.

Правило составления операторных уравнений по I и II законам Кирхгофа точно такое, как для действительных токов.

Для k-ой ветви, содержащей элементы R, L, C:
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Операторное уравнение при ненулевых начальных условиях
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                   (6.16)

или          [image: image248.png]Ug(p)+ Ly 0 =@ lnm[kk P+ #}
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                  (6.17)

Величину                      [image: image249.png]1
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                               (6.18)

называют обобщенным, или операторным, сопротивлением ветви.

Операторная запись законов Кирхгофа
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                   (6.19)

Закон Ома для k-й ветви
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                            (6.20)

Следует отметить, что структура записи операторного сопротивления ветви и комплексное сопротивление той же ветви тождественны. Одно из другого можно получить заменой p на jω, т.е. Zk(p) ® Zk(jω).

При нулевых начальных условиях способ расчета любых сложных цепей при переходных процессах операторным методом аналогичен способам расчета установившихся процессов комплексным методом.

При ненулевых начальных условиях II закон Кирхгофа можно записать

                                               [image: image252.png]"Lk(ﬂ)
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         (6.21)

Рассматривая члены [image: image253.png]> Lyig (0)



и [image: image254.png]Suck(0)/p



как ЭДС добавочных источников энергии в контурах, можно использовать все общие методы расчета сложных цепей.

Соответствие изображений индуктивности и конденсатора во временной и операторной областях показано на рис. 6.1.
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Рисунок 6.1 - Соответствие изображений индуктивности и конденсатора с ненулевыми начальными условиями во временной и операторной областях
В частности, можно воспользоваться методом наложения и рассчитать процесс в цепи сначала при нулевых начальных условиях, а затем наложить на него процесс, возникающий только под действием одних добавочных ЭДС, т.е. обусловленный первоначальным запасом энергии в цепи.

Рассмотрим, как можно преобразовать операторные схемы при последовательном и параллельном соединениях нескольких участков.

Пусть цепь состоит из одного контура:
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.

Величина [image: image257.png]Z(p)=2.Zr(p)



является операторным сопротивлением всей цепи. При последовательном соединении участков их операторные сопротивления складываются.

Рассмотрим параллельное соединение двух ветвей, в каждой из которых имеются элементы R, L, C:
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Суммарный ток в неразветвленной части цепи
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Очевидно, что при ненулевых начальных условиях нельзя представить I(p) как произведение U(p) на некоторый множитель Y(p), имеющий смысл операторной проводимости. Это можно записать только при нулевых начальных условиях:
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Величина [image: image262.png]Y(p)=Yi(p)+ Yz(p>:$+ zZl(m




называется операторной проводимостью.
Рассмотрим сначала несколько простых примеров, исследованных ранее классическим методом.

6.1 Включение R-L цепи под постоянное напряжение

При включении RL-цепи под постоянное напряжение u = U = const имеем

U(p) = U / p; Z(p) = pL + R.

При нулевом начальном условии i(0) = 0
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Искомый ток

[image: image264.png]R
anU i
l(l)—R[l—e LJ



.

6.2 Включение R-C цепи под постоянное напряжение

При включении RC-цепи под постоянное напряжение при uC(0) = 0 имеем
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6.3 Включение R-L-C цепи под постоянное напряжение
При включении RLC-цепи под постоянное напряжение при нулевых начальных условиях

[image: image267.png]
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,

где [image: image269.png]


.

Оригинал этого изображения
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6.4 Переходной процесс в сложных электрических цепях

Главное достоинство операторного метода для расчета переходных процессов, заключающееся в алгебраизации дифференциальных уравнений цепи, особенно проявляется при расчете сложных цепей. Ранее было доказано, что, учитывая члены Lkik(0) и uCk(0)/p как добавочные ЭДС, можно применить к расчету переходных процессов все методы расчета сложных цепей.

Рассмотрим переходный процесс в следующей цепи (рис. 6.2):

По методу контурных токов
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Рисунок 6.2 - Схема цепи

где
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Решение уравнений
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где D(p) = Z11(p) Z22(p) – Z212(p).

Пусть е1 = Е0 = const; e2 = Em sin ωt.

Изображения этих функций
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Если подставить эти изображения ЭДС в формулу для токов, то видно, что последнее представляет собой рациональную дробь, где числитель и знаменатель являются полиномами оператора p. Как правило, в таблицах формулы соответствия оригиналов и изображений приведены только для полиномов относительно низкого порядка

Для перехода к оригиналу необходимо представить изображение в виде рациональной дроби и заменить его простейшими слагаемыми, для которых известны оригиналы. Воспользуемся теоремой разложения.

Пусть имеется изображение в виде

                                                                            [image: image277.png]_Gp)

X(p) )



                                               (6.22)

где G(p) и H(p) – полиномы от р, причем будем полагать m < n (m – степень полинома в числителе, n – в знаменателе). Предположим, что H(p) = 0 не имеет кратных корней, а также не имеет корней, равных корням уравнения G(p) = 0. При указанных условиях рациональную дробь можно разложить на простейшие дроби
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            (6.23)

где рn – корни полинома H(p).

Из алгебры известно, что

[image: image279.png]G(pk)
= o0



.

Таким образом,

                                       [image: image280.png]


               (6.24)

Искомая величина
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                                      (6.25)

Выражение (6.25) называют теоремой разложения.

Если один из корней характеристического уравнения равен нулю, то
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Полином H(p) может иметь корень p1 = 0, когда в цепи имеются источники постоянной ЭДС. Выделенный постоянный член представляет собой установившийся ток или напряжение в цепи.

Если H(p) имеет пару сопряженных чисто минимальных корней p1 = jω и p2 = –jω, то можно записать:

                              X(p) = [image: image284.png]Gyo) | Gejo) & G
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                  (6.26)

Полином H(p) может иметь пару чисто мнимых сопряженных корней в случае, если рассматривается переходный процесс при наличии в цепи источников синусоидальных ЭДС. Два первых члена определяют синусоидальный ток или напряжение установившегося режима.
7 ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКИ

Любой сложной цепи, имеющей два входных зажима, ранее было дано наименование двухполюсника. Двухполюсники бывают активные и пассивные. Обобщенно двухполюсник характеризовался одним параметром – входным сопротивлением.

Многие электротехнические устройства, служащие для передачи энергии и сигналов, имеют два входных и два выходных зажима, причем их внутренняя электрическая цепь может быть весьма сложной. Такие устройства носят название четырехполюсника (рис. 7.1). В общем случае четырехполюсники можно разделить на активные, в структуру которых входят источники энергии, и пассивные, ветви которых не содержат источников энергии.

 
Мы будем рассматривать только пассивные четырехполюсники, так как активный четырехполюсник может быть заменен пассивным с вынесенным на его зажимы эквивалентным источником ЭДС. Параметры всех четырехполюсников будем считать постоянными.

[image: image285.png]



Рисунок 7.1 - Элементы четырехполюсника
Отметим, что линейный пассивный четырехполюсник в общем случае может содержать внутри себя источники энергии, но с обязательным условием, что действие их взаимно компенсируется внутри четырехполюсника так, что напряжение на его входных и выходных зажимах равно.

Пассивный четырехполюсник может быть обобщенно охарактеризован тремя независимыми параметрами, которые могут быть определены расчетом, если известно внутреннее строение четырехполюсника, или экспериментально.

Примерами четырехполюсников являются трансформаторы, электрические фильтры и т.д.

В дальнейшем будем рассматривать свойства четырехполюсников при установившихся синусоидальных процессах.
7.1 Четырехполюсник и его основные уравнения

Установим зависимости, связывающие между собой входные и выходные напряжения и токи: U1, U2, I1, I2.

Пусть реальная схема четырехполюсника содержит n независимых контуров. В качестве первого выберем контур, включающий в себя источник энергии на входных зажимах 1, 1'. В качестве второго – контур, включающий в себя приемник, присоединенный к выходным зажимам 2, 2'. Составим уравнения по методу контурных токов. Все собственные и взаимные сопротивления контуров внутри четырехполюсника будем отмечать штрихом.
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                                    (7.1)

Так как ZпрI2 = U2, то второе уравнение можно переписать:
                            Z'21I1 + Z'22I2 + Z'23I3 + ... + Z'2nIn = –U2                                (7.2)

Правые части уравнений системы (7.1), кроме первых двух, равны нулю, поэтому

                                                           [image: image287.png]


                                                                  (7.3)

Отношения [image: image288.png]Ap/A, Axp /A, A /A, Ay/A,



имеющие размерность проводимостей, обозначают:

[image: image289.png]



Уравнения четырехполюсника через Y-параметры принимают вид:

                                                                              [image: image290.png]Li=YUy+ YU,
Yo U +Y U,




                                   (7.4)

Для линейной цепи [image: image291.png]


и [image: image292.png]


.

Решив уравнения (7.4) относительно напряжений U1 и U2, получим уравнения четырехполюсника, записанные через Z-параметры, имеющие размерность сопротивления:

                                                                                [image: image293.png]Uy=2zpyli+ 2y,
ZyIy+Zxl,




                                (7.5)

где [image: image294.png]


; [image: image295.png]


;
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; [image: image297.png]


.

При этом [image: image298.png]


.
7.2 Определение коэффициентов четырехполюсника

Наиболее распространенной формой записи уравнений четырехполюсника является такая, при которой входные величины U1 и I1 выражаются через выходные U2 и I2. Решая систему уравнений (7.5) относительно U1 и I1, получим

                                                                                [image: image299.png]{g, =AU, + By
U, + DIy




                                                               (7.6)

где [image: image300.png]22
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.

Коэффициенты A и D – безразмерные, B имеет размерность сопротивления, C – размерность проводимости:

                                                                                    [image: image301.png]


                                               (7.7)
При Y12 = – Y21 и Z12 = – Z21, можно сказать, что при любой форме записи уравнений независимыми являются только три параметра.

Если поменять местами вход и выход четырехполюсника, то в уравнениях (7.6) меняются местами параметры A и D, т.е. система уравнений приме вид
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Рисунок 7.2 - Схема четырехполюсника при питании 
со стороны зажимов [image: image303.png]



                                                                                          [image: image304.png]


                               (7.8)
Симметричным называется четырехполюсник, свойства которого одинаковы со стороны обеих пар зажимов. При этом A = D.

Так как пассивный четырехполюсник характеризуется только тремя независимыми параметрами, то простейшая эквивалентная схема четырехполюсника должна содержать три элемента.

На рис. 7.3а изображена Т-образная эквивалентная схема четырехполюсника, на рис. 7.3б – П-образная эквивалентная схема.

Выразим U1 и I1 через U2 и I2 для Т-образной эквивалентной схемы и сопоставим эти выражения с уравнениями четырехполюсника в системе А-параметров:
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Рисунок 7.3 - Т-образная (а) и П-образная (б) схемы четырехполюсников
                                  [image: image307.png]Uy=(1+21Y0 s +(2)+ 25 + 21 Z5Y)l»
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       (7.9)

Связь между параметрами четырехполюсника и его эквивалентной Т-образной схемы

      [image: image308.png]B=Z+Zy+Z1Z3Yg: C=Yo: D=1+ZyY,
-1)/C; Zy=(D-1)/C




       (7.10)

Аналогично для П-образной эквивалентной схемы

[image: image309.png]Uy =2yl +Y,U,)+Us
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.

Следовательно,
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            (7.11)
                   [image: image311.png]C=Y +Y +Y\¥yZg; D=1+Y,2Z,




    7.12)
Для симметричного четырехполюсника A = D, Z1 = Z2 и Y1 = Y2.
Для экспериментального определения параметров четырехполюсников нет необходимости производить измерения при номинальных напряжениях и токах. Достаточно выполнить измерения при холостом ходе, когда Zпр = ∞ и I2 = 0, и при коротком замыкании на вторичных зажимах, при Zпр = 0 и U2 = 0.

При этом уравнения четырехполюсника примут вид

                                                                          [image: image312.png]


                                          (7.13)

Налагая эти режимы друг на друга, получаем

                                                                    [image: image313.png]Uy +Ujg =AU + Bl =U,
U, +D.

Lo+ 1k




                                      (7.14)

Из выражения (7.14) видно, что для определения U1 и I1, которые будут иметь место при номинальном режиме, достаточно провести опыты холостого хода и короткого замыкания при номинальных U2 и I2.

Из выражения (7.13) имеем
                                        Z1К = U1К/I1К = B/D; Y10 = I10/U10 = C/A.                (7.15)
Для симметричного четырехполюсника измерения сопротивления короткого замыкания Z1К и проводимости холостого хода Y10 достаточно провести только со стороны первичных зажимов, так как существуют связи
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7.3 Характеристическое сопротивление и коэффициент
распространения симметричного четырехполюсника
В электросвязи широко используется режим работы симметричного четырехполюсника, при котором его входное сопротивление равно нагрузочному, т.е. 

[image: image315.png]Ul
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.

Это сопротивление обозначают как [image: image316.png]


 и называют характеристическим сопротивлением симметричного четырехполюсника, а режим работы четырехполюсника, для которого справедливо

                                                      [image: image317.png]


                                           (7.16)
называется режимом согласованной нагрузки.
В указанном режиме для симметричного четырехполюсника [image: image318.png]


на основании (3) и (4) можно записать

	                                                  [image: image319.png]


 
	    (7.17)


	                                                  [image: image320.png]I =(czq+4),




	(7.18)


Разделив соотношение (7.17) на (7.18), получаем уравнение

[image: image321.png]


,

решением которого является 

	                                                        [image: image322.png]


.
	(7.19)


С учетом (7.19) уравнения (7.17) и (7.18) приобретают вид

[image: image323.png]U, =(4+./BCY,



;
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.

Таким образом, 

                                      [image: image325.png]


                         (7.20)
где [image: image326.png]y=a+jp



- коэффициент распространения; [image: image327.png]


- коэффициент затухания (измеряется в неперах); [image: image328.png]


- коэффициент фазы (измеряется в радианах).

Одному неперу соответствует затухание по напряжению или току в е=2,718… раз, а по мощности, поскольку для рассматриваемого случая [image: image329.png]S,/8, =B /B, =U I [(U,I,)=e*®,-



в е2 раз.

Запишем уравнение симметричного четырехполюсника с использованием коэффициента распространения.

По определению

	                                              [image: image330.png]


.
	(7.21)


 
Тогда 

	                              [image: image331.png](9]



.
	(7.22)


Решая (7.21) и (7.22) относительно [image: image332.png]


и [image: image333.png]


, получим 
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и [image: image335.png]


 .

Учитывая, что 
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и       [image: image337.png]


 ,

 
получаем уравнения четырехполюсника, записанные через гиперболические функции:
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8  НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА
Электрические цепи, параметры которых зависят от тока или напряжения, называются нелинейными. Процессы в таких цепях описываются нелинейными дифференциальными уравнениями, к которым неприменим принцип наложения. Общих методов решения нелинейных уравнений не существует. Лишь для небольшого числа частных случаев могут быть найдены точные решения.

Нелинейности могут быть как полезными, так и вредными. В области передачи и преобразования энергии примерами отрицательных нелинейных эффектов могут служить: насыщение магнитопроводов электрических машин и связанные с этим искажения формы кривых тока и напряжения, увеличение тока холостого хода и потерь в стали. Положительная роль нелинейностей проявляется в таких важнейших электротехнических устройствах, как стабилизаторы, преобразователи частоты, выпрямители, статические генераторы и др.

Физические процессы, определяющие характеристики нелинейных элементов, часто настолько сложны, что не удается установить аналитическое выражение этих характеристик и получить уравнения, описывающие цепь. В этом случае, чаще всего на основе экспериментальных данных, приходится прибегать к приближенному аналитическому или графическому выражению нелинейных зависимостей. При этом важным моментом является рациональное упрощение или идеализация.

8.1 Примеры нелинейных элементов и их вольт-амперных характеристик

Зарисуем некоторые типы наиболее часто встречающихся вольтамперных характеристик неуправляемых нелинейных элементов (рис. 8.1).
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Рисунок 8.1 - Вольт-амперные характеристики нелинейных элементов
Вольт-амперные характеристики типа показанных на рис. 8.1а имеют, например, лампы накаливания с металлической нитью. Чем больше протекающий через них ток, тем сильнее нагревается нить и тем больше становится ее сопротивление.

Вольт-амперные характеристики типа показанных на рис. 8.1б имеют тиритовые и вилитовые сопротивления, некоторые типы терморезисторов и лампы накаливания с угольной нитью. Сопротивление таких элементов с ростом тока уменьшается.

Вольт-амперной характеристикой типа, изображенной рис. 8.1в, обладает бареттер, который используется в цепях стабилизации тока накала электронных ламп.

Для этих характеристик справедливо условие: f(I) = – f(–I). Такие нелинейные элементы называются элементами с симметричной вольтамперной характеристикой.

Вольт-амперная характеристика, представленная на рис. 8.1г несимметрична. Ею обладают полупроводниковые диоды. На рис. 8.1д изображена вольтамперная характеристика туннельного диода, на рис. 8.1е – вольтамперная характеристика динистора (неуправляемого тиристора).

Для нелинейных электрических цепей справедливы законы Кирхгофа. Для цепей постоянного тока в установившемся режиме уравнения по законам Кирхгофа представляют собой систему нелинейных дифференциальных уравнений. Так как метод наложения для таких цепей неприменим, то становится невозможным применение многих методов расчета, разработанных на его основе (например, методы контурных токов и узловых потенциалов). Общих аналитических методов расчета нелинейных цепей в настоящее время не существует. Можно рассчитать нелинейную цепь тем или иным методом численного анализа, однако часто расчет становится громоздким и его необходимо проводить с помощью средств вычислительной техники.

При выполнении некоторых ограничений система нелинейных алгебраических уравнений может быть решена графическими, аналитическими или комбинированными методами.

В случае применения графических методов характеристики линейных и нелинейных элементов представляют в виде графиков, а система алгебраических уравнений по законам Кирхгофа решается графическими построениями на плоскости.

Для аналитического решения вольтамперные характеристики нелинейных элементов, известные из опыта или заданные графическими либо табличными данными, аппроксимируются аналитическими функциями.

Наибольшее применение находят графоаналитические методы расчета, которые сочетают в себе возможность применения математических расчетов с простотой и наглядностью графических построений.
9 ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ

9.1 Последовательное соединение нелинейных элементов
Вольтамперная характеристика нелинейного элемента на рис. 9.1 обозначена как I = f(Uнэ), вольтамперная характеристика линейного сопротивления представляет собой прямую линию. Вольтамперная характеристика всей цепи обозначена через I = f(Uнэ + UR). Расчет основывается на законах Кирхгофа. Строится вольтамперная характеристика всей пассивной цепи исходя из того, что при последовательном соединении через нелинейный элемент и резистор протекает один и тот же ток. Если задаться произвольной точкой m на оси ординат и провести через нее горизонталь, то можно сложить отрезки mn и np, соответствующие падениям напряжения на элементах цепи

mn + np = mg.

Точка g принадлежит результирующей вольтамперной характеристике всей схемы. Аналогично можно построить все остальные точки вольтамперной характеристики. Затем на оси абсцисс откладывается величина ЭДС E и проводится вертикаль до пересечения с результирующей вольтамперной характеристикой. Точка пересечения дает значение тока, протекающего в цепи.
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Рисунок 9.1 - Схема и порядок расчета последовательной нелинейной цепи

9.2 Параллельное соединение нелинейных элементов
На рис. 9.2 показано параллельное соединение нелинейных элементов и порядок расчета такого участка нелинейной цепи.
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Рисунок 9.2 - Схема и порядок расчета нелинейной цепи при параллельном соединении элементов
Построение вольтамперной характеристики ведется при одинаковом приложенном напряжении. Сначала задаются произвольным напряжением U, например, равным отрезку 0m. Проводят через точку m вертикаль. Затем производят суммирование

mn + np = mg.

Отрезок mg равен току в неразветвленной части цепи при напряжении U0m. Аналогично определяются и другие точки вольтамперной характеристики параллельного соединения.

9.3 Расчет разветвленной нелинейной цепи методом двух узлов
Для схем, содержащих только два узла, применим метод двух узлов.

Вольтамперные характеристики нелинейных элементов изображены на рис. 9.3 б, в, г. Положим, что E1 > E2 > E3. По первому закону Кирхгофа
                                                          I1 + I2 + I3 = 0                                          (9.1)
I1 = f(U1); I2 = f(U2); I3 = f(U3).

Выразим все токи в функции не от различных напряжений U1, U2, U3, а в функции одного переменного – напряжения Uab между узлами:
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Рисунок 9.3 - Схема цепи (а) и 
характеристики нелинейных элементов (б, в, г)
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Необходимо перестроить кривую I1 = f(U1) в кривую I1 = f(Uab) и т.д.

На рис. 9.4 показано, как из кривой I1 = f(U1) на рис. 9.3 б получить кривую I1 = f(Uab). Соответствующие точки обозначены одинаковыми цифрами. Для точки 4 при I1 = 0, U1 = 0, а Uab = E1, т.е. начало координат сдвинуто в точку Uab = E1. Росту U1 при U1 > 0 соответствует уменьшение Uab. Росту U1 при U1 < 0 отвечает рост Uab, причем Uab > E1.
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Рисунок 9.4 - Порядок построения кривой [image: image345.png]1= f(Ugp)




Порядок перестройки кривой:

1) кривая I1 = f(U1) смещается параллельно самой себе так, чтобы ее начало находилось в точке Uab = E. Кривая, полученная в результате переноса, представлена на рис.9.4 пунктиром;

2) через точку Uab = E проводится вертикаль, и кривая зеркально отражается относительно нее.

Аналогично производится перестройка кривых и для других ветвей. На рис. 9.5 показано графическое нахождение токов в ветвях для схемы на рис. 9.3 а.

Точка m пересечения кривой I1 + I2 + I3 = f(Uab) с осью абсцисс дает значение напряжения Uab, при котором удовлетворяется I закон Кирхгофа. Если восстановить в этой точке перпендикуляр к оси абсцисс, то ординаты его пересечения с кривыми I1 = f(Uab), I2 = f(Uab), I3 = f(Uab) будут равны токам в ветвях по величине и по знаку.
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Рисунок 9.5 - Графическое определение токов схемы, 

изображенной на рис. 9.3 а

10 МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ

Для увеличения магнитного потока приданной намагничивающей силе, а также для концентрации магнитного поля и придания ему желаемой конфигурации в определенном месте электротехнической установки ее части выполняют из ферромагнитных материалов. Эти ферромагнитные части называются магнитопроводом или сердечником. В цепях переменного тока ферромагнитные сердечники позволяют получить целый ряд особых явлений.

Магнитный поток в большинстве случаев создается токами, протекающими по системе проводов, которую называют обмоткой (катушкой) устройства. Систему ферромагнитных тел, предназначенных для усиления, надлежащего направления и концентрации магнитного потока, который создается токами обмоток или постоянными магнитами, называют магнитной цепью. О магнитной цепи говорят в тех случаях, когда главная часть магнитного потока проходит по замкнутой или почти замкнутой системе ферромагнитных тел с большой проницаемостью.

10.1 Основные величины, характеризующие магнитное поле

Свойства магнитных материалов обычно характеризуют зависимостью между индукцией B и напряженностью H магнитного поля, которая аналитически точно не определяется, а находится экспериментально и задается в виде графиков и таблиц.

Известно, что при одном и том же значении напряженности магнитного поля индукция может иметь различные значения в зависимости от предшествующего магнитного состояния материала или, как говорят, от магнитной предыстории.

Если в полностью размагниченном ферромагнитном материале монотонно увеличивать напряженность и определять индукцию в установившемся режиме, то получится зависимость B(H), которую называют кривой начального намагничивания (рис. 10.1).

[image: image347.png]Hmin





Рисунок 10.1 - Кривая намагничивания и статическая магнитная проницаемость материала

Статическая магнитная проницаемость материала

                                                  [image: image348.png]


, (B, Тл = В×с/см-2; H, А/м)                            (10.1)

где [image: image349.png]o =47-10"7 T/m



– магнитная проницаемость вакуума. 
Вследствие необратимости процессов намагничивания магнитное состояние зависит от предшествующих воздействий, которые постепенно стираются новыми воздействиями (рис. 10.2). Такое свойство называется гистерезисом (от греческого – запаздывание).
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Рисунок 10.2 - Семейство петель гистерезиса

Семейство симметричных петель гистерезиса (рис. 10.2) получено при различных значениях [image: image351.png]H pax



. По мере увеличения [image: image352.png]H pax



увеличивается ширина петли гистерезиса и меняется ее форма. При некотором [image: image353.png]H pax



форма петли уже не изменяется, а растут безгистерезисные участки. Такая петля носит название предельной петли гистерезиса.

Характерными точками на петле являются:

Br – остаточная индукция при Н = 0;

Нс – коэрцитивная (задерживающая) сила при В = 0.

Даже в статическом состоянии нелинейный магнитный элемент обладает совершенно различными характеристиками в зависимости от магнитной предыстории. Поэтому принято характеризовать магнитные материалы основной кривой намагничивания, которая является геометрическим местом вершин симметричных петель гистерезиса (на рис. 10.2 она показана сплошной линией). Основная кривая намагничивания однозначна, вполне определена для данного материала и проще всего снимается экспериментально.

Расчеты магнитных цепей основываются на законе полного тока

                                                                                            [image: image354.png]fHAI=Y1
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                                                            (10.2)

и на принципе непрерывности магнитного потока

                                                                                              [image: image355.png][Bds=0



                                             (10.3)

Согласно закона полного тока линейный интеграл вектора напряженности магнитного потока Н вдоль произвольного контура l равен алгебраической сумме токов, пронизывающих этот контур.

Линейный интеграл напряженности характеризует намагничивающее действие электрического тока и называется намагничивающей силой (НС) или магнитодвижущей силой (МДС) вдоль данного замкнутого контура. В уравнении (10.2) направление тока и направление обхода контура связаны друг с другом правовинтовой системой.

Поток вектора магнитной индукции В через некоторую поверхность s называют магнитным потоком

                                                                                             [image: image356.png]@ =[Bds



                                            (10.4)

Принцип непрерывности (10.3) говорит о том, что магнитный поток через произвольную замкнутую поверхность равен нулю, т.е. линии вектора [image: image357.png]


или магнитные линии всегда замкнуты.

Чем больше величина магнитной проницаемости материала, тем легче проходить магнитному потоку по участку магнитной цепи, выполненному из данного материала. Максимальная проницаемость в лучших случаях имеет порядок 105 ÷ 106, тогда как проницаемость неферромагнитных материалов, в том числе и воздуха, практически равна единице. Таким образом, соотношение между проницаемостью участков магнитопровода и окружающей среды не превышает 105 ÷ 106. В электрических цепях соотношение между проводимостью участков цепи и окружающей среды составляет 1010 ÷ 1020. Поэтому включение воздушного зазора в цепь не приводит к ее разрыву, т.е. магнитный поток не уменьшается до нуля.

В силу этого, магнитный поток, ответвляющийся через окружающую среду, может составить значительную долю магнитного потока, замыкающегося по магнитной цепи. Данный поток называется потоком рассеяния. Расчет магнитных цепей с учетом потоков рассеяния представляет собой сложную задачу. В некоторых случаях оказывается необходимым рассчитывать магнитную цепь с распределенными параметрами, и часто приходится находить картину магнитного поля. Расчеты таких цепей рассматриваются в разделе «Теория электромагнитного поля», а также в специальных курсах. Далее будем пренебрегать потоками рассеяния и будем считать, что через любое поперечное сечение неразветвленной части магнитной цепи проходит один и тот же поток, а так же все витки данной обмотки пронизываются одним и тем же потоком.

Магнитные цепи часто содержат воздушные зазоры. Эти зазоры могут быть неизбежны по конструктивным причинам (магнитопроводы трансформаторов) или быть принципиально необходимыми (зазоры между статором и ротором электрических машин). Форма магнитного поля в воздушном зазоре обычно неоднородна и трудно поддается расчету. Только в случае, когда длина магнитных зазоров мала по сравнению с поперечными размерами, поле в воздушном зазоре можно считать однородным. В таком поле F = B×s.
10.2 Законы Кирхгофа для магнитных цепей

Из принципа непрерывности магнитного потока (10.3) следует, что для узла магнитной цепи справедливо выражение

                                                                                        [image: image358.png]


                                                (10.5)

Уравнение (10.5) является аналогом первого закона Кирхгофа: алгебраическая сумма потоков, сходящихся в узле цепи, равна нулю (рис. 10.3).
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Рисунок 10.3 - Распределение магнитных потоков

Линейный интеграл напряженности вдоль участка ab цепи называется магнитным напряжением участка

                                                                                       [image: image360.png]JHAI=U\qp



                                           (10.6)

Намагничивающая сила (НС) катушки F, А, равна
                                                             F = I W                                                (10.7)
Направление намотки и НС связаны друг с другом правилом правого винта (рис. 10.4).
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Рисунок 10.4 - Определение НС обмотки
Из закона полного тока (10.2) следует магнитный аналог второго закона Кирхгофа: алгебраическая сумма НС обмоток в замкнутом контуре магнитной цепи равна алгебраической сумме магнитных напряжений на отдельных участках контура.
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                                                 (10.8)
Если направление обхода контура совпадает с направлением НС, то эта НС записывается со знаком « + ». Если направление магнитного потока на участке совпадает с направление обхода контура, то магнитное напряжение [image: image363.png]


на этом участке записывается со знаком « + ».
10.3 Расчет разветвленной магнитной цепи методом двух узлов

Составим уравнения по законам Кирхгофа для магнитной цепи, изображенной на рис. 10.5.

Предварительно произвольно выбираются положительные направления потоков и намагничивающих сил. Далее определяют ветви цепи и намечают среднюю линию каждой ветви. Затем разбивают цепь на участки (участки ветви могут отличаться друг от друга материалом или поперечным сечением). Затем выбирают независимые контуры и направления их обхода.

Пусть ветвь amb будет участком 1, ab – 2, (ad + cb) – 4.

По I закону Кирхгофа для узла a

                                                              F1 + F2 – F3 =0.                                 (10.9)

По II закону Кирхгофа для внешнего и правого контуров при обходе их против часовой стрелки можно записать:
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Рисунок 10.5 - Пример схемы для расчета магнитной цепи
                                                               [image: image365.png]Wy = Fy = Hyly + H3ly + Hyly
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                              (10.10)

10.4 Аналогия между электрическими и магнитными параметрами

Между магнитными и электрическими величинами существует аналогия: [image: image366.png]1, FoE, U,->U



.

По аналогии можно ввести понятие о магнитном сопротивлении:
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                               (10.11)

У неферромагнитного участка магнитное сопротивление линейно и в m раз больше, чем сопротивление ферромагнитного участка аналогичной геометрии.

Магнитная проницаемость ферромагнитного участка зависит от индукции, следовательно, его магнитное сопротивление нелинейно. Поэтому чаще расчеты ведут, пользуясь магнитными характеристиками участков, аналогичными вольтамперным характеристикам нелинейных электрических элементов.

Магнитной характеристикой называется зависимость F(Uм) или F(Hl), которая легко определяется по кривой намагничивания материала участка и его геометрическим размерам.

В результате можно составить схему замещения магнитной цепи, которую можно проанализировать, пользуясь методами расчета нелинейных электрических цепей (рис. 10.6).
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Рисунок 10.6 - Схема замещения магнитной цепи

Таблица 1 -  Аналогия величин и законов для электрических и магнитных цепей 
	Электрическая цепь
	Магнитная цепь

	Ток [image: image369.png]



	Поток [image: image370.png]&,B6





	ЭДС [image: image371.png]



	МДС (НС) [image: image372.png]




	Электрическое сопротивление [image: image373.png]R,Om




	Магнитное сопротивление [image: image374.png]




	Электрическое напряжение [image: image375.png]U,B




	Магнитное напряжение [image: image376.png]Uy A





	Первый закон Кирхгофа: [image: image377.png]>SI=0




	Первый закон Кирхгофа: [image: image378.png]




	Второй закон Кирхгофа:

[image: image379.png]SE=SU




	Второй закон Кирхгофа:
[image: image380.png]




	Закон Ома: [image: image381.png]



	Закон Ома: [image: image382.png]





10.5 Графоаналитический метод расчета магнитных цепей

Аналогия между электрическими и магнитными цепями при постоянных токах и потоках позволяет распространить все методы и технику расчета нелинейных электрических цепей на магнитные цепи.
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Рисунок 10.7 -Участок магнитной цепи
Результирующая магнитная характеристика [image: image384.png]DUy gp )= P(X HI)



ветви магнитной цепи, состоящей из нескольких участков (на рис. 10.7 показаны три участка) с известными параметрами l и s и кривыми намагничивания материалов, определяется следующим образом. Задаются значением потока в ветви и находят на каждом участке величину магнитной индукции:
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Затем по кривым намагничивания определяются соответствующие напряженности Н1 и Н3, а для воздушного зазора: [image: image386.png]


.

Далее вычисляется величина

[image: image387.png]D HI=H\l + Haly + H3l3 =Uy )



.

Задаваясь различными потоками, получаем точки магнитной характеристики.

Если в ветви есть обмотка с НС F = I×W (рис. 10.8), то [image: image388.png]Uyap =1W + 3 Hi



.

Неразветвленные магнитные цепи рассчитываются при помощи закона полного тока в форме II закона Кирхгофа. Если задан поток или индукция на каком-либо участке цепи и требуется определить намагничивающую силу IW, то расчет выполняется непосредственно по кривым намагничивания и уравнению (10.8).

Если дана намагничивающая сила, а нужно определить поток, то сначала рассчитываются отдельные точки результирующей магнитной характеристики цепи. При этом, задаваясь потоками, подбираем такие два достаточно близких друг к другу значения потока F1 и F2, чтобы получить S Hl несколько меньшую или несколько большую, чем заданная величина намагничивающей силы Hl. Затем в необходимом масштабе строим часть характеристики F(S Hl) и по ней и величине IW находим искомый поток.     Иллюстрация этого приведена на рис. 10.9.
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Рисунок 10.8 -Участок магнитной цепи с обмоткой
Графический расчет неразветвленной цепи, состоящей из источника намагничивающей силы, ферромагнитного нелинейного участка и линейного участка, показан на рис. 10.10.
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Рисунок 10.9 - Определение величины магнитного потока
Кривая 1 представляет собой магнитную характеристику ферромагнитного участка, кривая 2 – характеристику воздушного зазора, кривая 3 – результирующую характеристику. Прямая 3 для воздушного зазора построена по уравнению:
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Рисунок 10.10 -  Расчет неразветвленной магнитной цепи
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Точка p пересечения линий 1 и 3 определяет режим цепи.
11 ЦЕПИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ
[image: image393.png]


            В предыдущих лекциях рассматривались электрические цепи, геометрические размеры которых, а также входящих в них элементов не играли роли, т.е. электрические и магнитные поля были локализованы соответственно в пределах конденсатора и катушки индуктивности, а потери мощности – в резисторе. Однако на практике часто приходится иметь дело с цепями (линии электропередачи, передачи информации, обмотки электрических машин и аппаратов и т.д.), где электромагнитное поле и потери равномерно или неравномерно распределены вдоль всей цепи. В результате напряжения и токи на различных участках даже неразветвленной цепи отличаются друг от друга, т.е. являются функциями двух независимых переменных: времени t и пространственной координаты x. Такие цепи называются цепями с распределенными параметрами. Смысл данного названия заключается в том, что у цепей данного класса каждый бесконечно малый элемент их длины характеризуется сопротивлением, индуктивностью, а между проводами – соответственно емкостью и проводимостью.

Для оценки, к какому типу отнести цепь: с сосредоточенными или распределенными параметрами – следует сравнить ее длину l с длиной электромагнитной волны [image: image394.png]
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. Для [image: image398.png]f=10°ry A=3n
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к линии следует подходить как к цепи с распределенными параметрами.

Для исследования процессов в цепи с распределенными параметрами (другое название – длинная линия) введем дополнительное условие о равномерности распределения вдоль линии ее параметров: индуктивности, сопротивления, емкости и проводимости. Такую линию называют однородной. Линию с неравномерным распределением параметров часто можно разбить на однородные участки.

11.1 Уравнения однородной линии в стационарном режиме
Под первичными параметрами линии будем понимать сопротивление [image: image400.png]


, индуктивность [image: image401.png]


, проводимость [image: image402.png]o



и емкость [image: image403.png]


, отнесенные к единице ее длины. Для получения уравнений однородной линии разобьем ее на отдельные участки бесконечно малой длины [image: image404.png]


со структурой, показанной на рис. 11.1
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Рисунок 11.1 – Длинная линия (цепь с распределенными параметрами)

Пусть напряжение и ток в начале такого элементарного четырехполюсника равны u и i, а в конце соответственно [image: image406.png]


и [image: image407.png]


.

Разность напряжений в начале и конце участка определяется падением напряжения на резистивном и индуктивном элементах, а изменение тока на участке равно сумме токов утечки и смещения через проводимость и емкость. Таким образом, по законам Кирхгофа

[image: image408.png]O e Rty Ly
o &

& &
- Sodn= goau+ Ctr o




или после сокращения на [image: image409.png]
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Теорию цепей с распределенными параметрами в установившихся режимах будем рассматривать для случая синусоидального тока. Тогда полученные соотношения при [image: image412.png]


можно распространить и на цепи постоянного тока, а воспользовавшись разложением в ряд Фурье – на линии периодического несинусоидального тока.

Вводя комплексные величины и заменяя [image: image413.png]ofor



на [image: image414.png]


, на основании (11.1) и (11.2) получаем
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где [image: image417.png]Ry + jol,



и [image: image418.png]Eo+ JwCy



- соответственно комплексные сопротивление и проводимость на единицу длины линии.

Продифференцировав (11.3) по х и подставив выражение [image: image419.png]difdx



из (11.4), запишем

[image: image420.png]


.

Характеристическое уравнение 

[image: image421.png]


,

откуда

[image: image422.png]


.

Таким образом,

	[image: image423.png]lei%
+4
227‘
Ay
Pl
+4
e @ e



,
	(11.5)


где [image: image424.png]


- постоянная распространения; [image: image425.png]


- коэффициент затухания; [image: image426.png]


- коэффициент фазы.

Для тока согласно уравнению (11.3) можно записать

	[image: image427.png](e - a7 )=

(e~ Ae7)



,
	(11.6)


где [image: image428.png]


- волновое сопротивление.

Волновое сопротивление [image: image429.png]


и постоянную распространения [image: image430.png]


называют вторичными параметрами линии, которые характеризуют ее свойства как устройства для передачи энергии или информации.

Определяя [image: image431.png]


и [image: image432.png]


, на основании (11.5) запишем

	[image: image433.png]u(x,t)= 246 % sin(at — fix + @, )+ 24,6 sinfat + fir + @)



.
	(11.7)


Аналогичное уравнение согласно (11.6) можно записать для тока.

Слагаемые в правой части соотношения (11.7) можно трактовать как бегущие волны: первая движется и затухает в направлении возрастания х, вторая – убывания. Действительно, в фиксированный момент времени каждое из слагаемых представляет собой затухающую (вследствие потерь энергии) гармоническую функцию координаты х, а в фиксированной точке – синусоидальную функцию времени.

[image: image434.png]



Рисунок 11.2 - Затухающая синусоида прямой волны

Волну, движущую от начала линии в сторону возрастания х, называют прямой, а движущуюся от конца линии в направлении убывания х – обратной.
На рис. 11.2 представлена затухающая синусоида прямой волны для моментов времени [image: image435.png]


и [image: image436.png]


[image: image437.png](t, >t;)



. Перемещение волны характеризуется фазовой скоростью. Это скорость перемещения по линии неизменного фазового состояния, т.е. скорость, с которой нужно перемещаться вдоль линии, чтобы наблюдать одну и ту же фазу волны:

	[image: image438.png]at — fi + @; = const



.
	(11.8)


Продифференцировав (11.8) по времени, получим

	[image: image439.png]RN



.
	(11.9)


Длиной волны [image: image440.png]


называется расстояние между двумя ее ближайшими точками, различающимися по фазе на [image: image441.png]


рад. В соответствии с данным определением

[image: image442.png]at— Blx+ i)+ @ =

—f-2n+ g



,

откуда 

[image: image443.png]



и с учетом (11.9)

[image: image444.png]


.

В соответствии с введенными понятиями прямой и обратной волн распределение напряжения вдоль линии в любой момент времени можно трактовать как результат наложения двух волн: прямой и обратной, - перемещающихся вдоль линии с одинаковой фазовой скоростью, но в противоположных направлениях:

	[image: image445.png]U=U,, +U,g,



,
	(11.10)


где в соответствии с (11.5) [image: image446.png]


и .

Представление напряжения в виде суммы прямой и обратной волн согласно (11.10) означает, что положительные направления напряжения для обеих волн выбраны одинаково: от верхнего провод[image: image447.png]


а к нижнему.

Аналогично для тока на основании (11.6) можно записать

	[image: image448.png]I=i,-1s



,
	(11.11)


где [image: image449.png]


и [image: image450.png]


.

Положительные направления прямой и обратной волн тока в соответствии с (11.11) различны: положительное направление прямой волны совпадает с положительным направлением тока [image: image451.png]


(от начала к концу линии), а положительное направление обратной волны ему противоположно.

На основании (11.10) и (11.11) для прямых и обратных волн напряжения и тока выполняется закон Ома

	[image: image452.png]



	;
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Рассмотрим теоретически важный случай бесконечно длинной однородной линии.
11.2 Бесконечно длинная однородная линия. 
Согласованный режим работы.
В случае бесконечно длинной линии в выражениях (11.5) и (11.6) для напряжения и тока слагаемые, содержащие [image: image454.png]


, должны отсутствовать, т.к. стремление [image: image455.png]


лишает эти составляющие физического смысла. Следовательно, в рассматриваемом случае [image: image456.png]


. Таким образом, в решении уравнений линии бесконечной длины отсутствуют обратные волны тока и напряжения. В соответствии с вышесказанным

	[image: image457.png]



	;
	[image: image458.png]



	.
	                              (11.12)


На основании соотношений (11.12) можно сделать важный вывод, что для бесконечно длинной линии в любой ее точке, в том числе и на входе, отношение комплексов напряжения и тока есть постоянная величина, равная волновому сопротивлению:

[image: image459.png]


.

Таким образом, если такую линию мысленно рассечь в любом месте и вместо откинутой бесконечно длинной части подключить сопротивление, численно равное волновому, то режим работы оставшегося участка конечной длины не изменится. Отсюда можно сделать два вывода:

Уравнения бесконечно длинной линии распространяются на линию конечной длины, нагруженную на сопротивление, равное волновому. В этом случае также имеют место только прямые волны напряжения и тока.

У линии, нагруженной на волновое сопротивление, входное сопротивление также равно волновому.

Режим работы длинной линии, нагруженной на сопротивление, равное волновому, называется согласованным, а сама линия называется линией с согласованной нагрузкой.
Отметим, что данный режим практически важен для передачи информации, поскольку характеризуется отсутствием отраженных (обратных) волн, обусловливающих помехи.

Согласованная нагрузка полностью поглощает мощность волны, достигшей конца линии. Эта мощность называется натуральной. Поскольку в любом сечении согласованной линии сопротивление равно волновому, угол сдвига [image: image460.png]


между напряжением и током неизменен. Таким образом, если мощность, получаемая линией от генератора, равна [image: image461.png]Py =UIcos @



, то мощность в конце линий длиной [image: image462.png]


в данном случае 

[image: image463.png]U,T cos p=UeIe™ cos g = Pe™??




,

откуда КПД линии

[image: image464.png]



и затухание

[image: image465.png]


.

Как указывалось при рассмотрении четырехполюсников, единицей затухания является непер, соответствующий затуханию по мощности в [image: image466.png]


раз, а по напряжению или току – в [image: image467.png]


раз.

11.3 Входное сопротивление длинной линии

Входным сопротивлением длинной линии (цепи с распределенными параметрами) называется такое сосредоточенное сопротивление, подключение которого вместо линии к зажимам источника не изменит режим работы последнего.

В общем случае для линии с произвольной нагрузкой [image: image468.png]


для входного сопротивления можно записать
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Полученное выражение показывает, что входное сопротивление является функцией параметров линии [image: image470.png]


и [image: image471.png]


, ее длины [image: image472.png]


и нагрузки [image: image473.png]


. При этом зависимость входного сопротивления от длины линии, т.е. функция [image: image474.png]


, не является монотонной, а носит колебательный характер, обусловленный влиянием обратной (отраженной) волны. С ростом длины линии как прямая, так соответственно и отраженная волны затухают все сильнее. В результате влияние последней ослабевает и амплитуда колебаний функции [image: image475.png]


уменьшается. При согласованной нагрузке, т.е. при [image: image476.png]


, как было показано ранее, обратная волна отсутствует, что полностью соответствует выражению (1), которое при [image: image477.png]


трансформируется в соотношение

[image: image478.png]


.

Такой же величиной определяется входное сопротивление при [image: image479.png]


. 

При некоторых значениях длины линии ее входное сопротивление может оказаться чисто активным. Длину линии, при которой [image: image480.png]


вещественно, называют резонансной. Как и в цепи с сосредоточенными параметрами, резонанс наиболее ярко наблюдается при отсутствии потерь. Для линии без потерь на основании (11.13) можно записать 

	[image: image481.png]ZC

Zy+JiZclg 27”1

2T
ZetJZae—



.
	(11.14)


Из (11.14) для режимов холостого хода (ХХ) и короткого замыкания (КЗ), т.е. случаев, когда потребляемая нагрузкой активная мощность равна нулю, соответственно получаем: 
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	(11.15)
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Исследование характера изменения [image: image484.png]


в зависимости от длины [image: image485.png]


линии на основании (11.15) показывает, что при [image: image486.png]0<l<if4



[image: image487.png]


по модулю изменяется в пределах [image: image488.png]w0 Z, <0



и имеет емкостный характер, а при [image: image489.png]Afa<i<if2



- в пределах [image: image490.png]0<Z, <



и имеет индуктивный характер. Такое чередование продолжается и далее через отрезки длины линии, равные четверти длины волны (см. рис. 11.3,а).

В соответствии с (11.16) аналогичный характер, но со сдвигом на четверть волны, будет иметь зависимость [image: image491.png]


при КЗ (см. рис. 11.3,б).

[image: image492.png]



Рисунок 11.3 - Изменения [image: image493.png]


в зависимости от длины [image: image494.png]


линии
Точки, где [image: image495.png]


, соответствуют резонансу напряжений, а точки, где [image: image496.png]Zoy =0



, - резонансу токов.

Таким образом, изменяя длину линии без потерь, можно имитировать емкостное и индуктивное сопротивления любой величины. Поскольку длина волны [image: image497.png]


есть функция частоты, то аналогичное изменение [image: image498.png]


можно обеспечить не изменением длины линии, а частоты генератора. При некоторых частотах входное сопротивление цепи с распределенными параметрами также становится вещественным. Такие частоты называются резонансными. Таким образом, резонансными называются частоты, при которых в линии укладывается целое число четвертей волны.
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